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<#1>計算手法の数理解析と現実問題への適用

1 はじめに
本稿では、流れ問題の強力な数値解法の1つである

Lagrange-Galerkin（LG）法の理論的および実践的な内容
について紹介する。LG法とは、簡単に記すと

LG法＝特性曲線法＋有限要素法
である。別の呼び方がいくつかあるが、論文 [12]を尊重
してLG法と呼ぶことにする。有限要素法を有限差分法
で置き換えた特性曲線有限差分法なども自然に考えら
れるが、本稿ではLG法に焦点をあてる。
特性曲線法は物質微分項（時間微分項＋移流項）を離
散化する方法の一つである。そのアイデアは、流体粒
子の軌跡を考えて、その軌跡に沿って離散化をおこな
う、物理的視点から自然な手法である。
を正定数、  = 2, 3を空間次元、 を有界領域、

 を  の境界、  を流速とする。
物質微分を

により定義する。  を常微分方程式系：

 （1）

の解とすると、  の物質微分 は 
 を用いて常微分により記述できる；

 （2）

を時間刻み、  とし、  に
対して  とする。（1）および初期条
件  を満たすものを  と書く。  
は  において を通過する流体粒子の位置を表す。
（2）より、時刻  における物質微分の近似：

  
（3）

を得る。ここに 、  として、関数
 は

記号  は関数の合成：

を表す。  は、  の  に関する上流点で、
 の近似である。  の近似（3）が特性曲

線法に基づくスキームの基礎である。
一般に、特性曲線法に基づくスキームは次の利点を
持つ；

•  移流が支配的な問題に対してロバスト .
•  得られる連立一次方程式の係数行列は対称 .
•  CFL 条件不要 .

2 LG法と安定化LG法
2.1 Navier-Stokes 方程式
非定常Navier-Stokes （NS） 方程式で支配される問題：

  

を満たす流速と圧力  を求め
よ、を考える。ここに、 ,   

,  は与えられた関数、  は正定数、
は変形速度テンソルである。簡単

のため、以下ではȍは多角形（多面体）、g = 0 とする。

2.2 NS方程式のためのLG法
 を の三角形（四面体）要素分割とする。

ここに は総要素数である。 , をそれぞれ、流速の
P1-、P2-有限要素空間とし、 を圧力のP1-有限要素空
間とする。  の近似  が与えられたとする。問題
（4）のためのP2/P1要素によるLGスキーム [8, 12]：

（5a）

（5b）
 

により  を求める。ス
キーム（5）はLG法の出発点といえる。

（4a）
（4b）
（4c）
（4d）
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注意1. スキーム（5）から導かれる連立一次方程式の係
数行列をブロック表示すると

の形となる。 は 、 は 
 に対応し、全体として対称行列である。

ノルム空間  に対して、ノルム
 を時間のみ離散的にしたものを

それぞれ  で表す。次の評価が成立する。

定理1（スキーム（5）、[12]）. 問題（4）の解は滑らかとする。
 は  の  射影とする。このとき、正定数  と

 が存在して、任意の  に対してス
キーム（5）の安定な解が唯一存在して、評価式：

  （6a）
が成立する。さらに、Stokes問題が（ ）正則ならば、

  （6b）
が成立する。
（5a）の左辺第1項を

  
（7）

で置換すると、スキーム（5）は時間2次精度となる [2]。
適切な初期および第1ステップの流速が与えられれば、
定理1の誤差評価（6a）、（6b）の右辺を、それぞれ 

、  とした評価が成立する [2]（後者の評価
 は [2]には記されていないが証明可能）。同評

価に必要な  と  の条件は  の形に弱まる。

2.3 NS方程式のための安定化LG法
LG法と安定化法 [3]を組み合わせた安定化LG法 [4–6]

を紹介する。  に対して 、 を正定数
とする。  が与えられたとする。問題（4）のため
のP1/P1要素による安定化LGスキーム [5]：

 

により  を求める。

注意2. （i）（8b）左辺第2項が（圧力）安定化項 [3]である。
（ii）P1/P1要素により自由度を小さくでき、特に3次元問
題に有用である。（iii）スキーム（8）から導かれる行列は、

の形となる。Cが安定化項に対応しており、対称なの
で、全体としても対称行列である。

定理2（スキーム（8）, [5]）. 問題（4）の解は滑らかとする。
 は ( , 0) の安定化Stokes射影の第1成分とする。

このとき、正定数  と  が存在して、任意の  
 に対してスキーム（8）の安定な解が唯一存在

して、評価式：

 （9a）
が成立する。さらに、Stokes問題が（ ）正則ならば、

 （9b）
が成立する。

スキーム（8）の時間2次精度化は、（8a）の左辺第1項
を（7）で置換すればよい [6]。そのスキームについて、適
切な条件の下で、定理2（9a）、（9b）の右辺をそれぞれ

、  とした評価が成立する [6]。同評
価に必要な  と  の条件は  の形となる。

図1　スキーム（8）による円錐周りの流れの計算例、Ȟ� ���í�

2.4 自然対流問題
Boussinesq方程式を含む、次の形の自然対流問題：

 

（10a）
（10b）

（10c）
（10d）
（10e）

を満たす  を求めよ、を
考える。ここに は、それぞれ流速、圧力、温度
を表し、 , は正定数である。  は 
 に関して線形、すなわち、与えられた関数 

 に対して、

と す る。 , , , 
,  は与えられた関数

である。簡単のため、以下 ,  とする。

2.5 自然対流問題のための安定化LG法
Ȍhを温度のためのP1-有限要素空間とする。 ,  の

近似 ,  が与えられたとする。問題（10）の
ためのP1/P1/P1要素による安定化LG スキーム：

 

（8a）

（8b）
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（11a）

（11b）

（11c）

 

により  を求める。

注意3. スキーム（11）は、（11a）、（11b）のNS型方程式
と（11c）の移流拡散方程式を分離して解くことができ
る。その際に現れる行列はともに対称である。

定理3（スキーム（11）, [7]）. 問題（10）の解は滑らかとする。
 と  は (  ) の安定化Stokes-Poisson射

影の第1、第3成分とする。このとき、正定数  と  が
存在して、任意の  に対してスキー
ム（11）の安定な解が唯一存在して、評価式：

が成立する。さらに、Stokes問題が（ ）正則ならば、

が成立する。

3 LG法と数値積分
本節ではLG法の実装について考える。スキーム

（5）、（8）、（11）などのLG法の計算を行うとき、合成
関数の積分を効率よく行う必要がある。なぜなら、一
般に最も計算負荷がかかるのは連立一次方程式の求解
であるが、LG法では、係数行列の対称性によって連立
一次方程式の求解時間を半減できる代わりに、合成関
数の積分を含む右辺ベクトル作成には通常より時間を
要すからである。また、精度の低い数値積分公式に
よって不安定な数値解が現れることがある [13]ため、注
意が必要である。具体的に以下では、（5）、（8）、（11）
第1式、第1項の計算に現れる、各三角形（四面体）要素

 上での合成関数の積分：

 （12）

を考える。ここに ,  は既知関数である。

図2　スキーム（11）による自然対流の計算例、Ȟ� ț� ���í�

3.1 重心座標
数値積分により（12）の近似値を求める際に、重心座
標の性質を利用すると効率的である。ここでは重心座
標を復習する。  とする。  をK 
の頂点の座標とする。重心座標を

とする（図3参照）。įijをKroneckerのデル
タとする。重心座標は（i） , （ii） 

, （iii） 、 を満た
す。重要なのは（iii）である。（12） の数値積分では、あ
る  が与えられたときに  を含む要素（番号）を
探す、という作業を行う。（iii）により  がKの内部か
どうかがわかり、また  がKの外部のときには、 の
符号により  の方向がわかる（図3参照）。

P1

P2 P3

Ȝ 2(x )

Ȝ 1(x )

Ȝ 3(x )
x

Ȝ 1 < 0

Ȝ 2 < 0Ȝ 3 < 0

図3　重心座標（d = 2）

3.2 数値積分公式
要素K上での関数  の積分  

を、数値積分  により近似計算する；

 （13）

ここに、 、 は積分点の個数、 、 
 はそれぞれ、積分点と重みである。（13）の , , 

 の一例として2次公式 (N = d+1) を挙げておく。
2次公式 (d = 2, 3)：

ここに、 の位置は重心座標で示した。    
に対して ( , ···,  ) は ( , ···, ) の順列の集合
である。5次公式 (  = 2 :  = 7,  = 3 :  = 15) などの他
の公式は [11]を参照されたい。

3.3 要素探索アルゴリズム
（12）を数値積分する場合、（13）において 

 となる。  に対して、

を計算する。  の値は  なので、  
により計算できる。  の値は、

（i）  なる要素番号  を求め、
（ii）  により計算する、

という手続きを踏む。LG法に特有な作業は（i）であ
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る。次の処理を行うサブルーチン（関数）を用意すると
よい。

メッシュ情報
なる要素番号  （14）

読者の中には（14）のサブルーチンをすでに利用してい
る人もいるのではないだろうか。ただし、毎回すべて
の要素をチェックするのでは計算時間の増大を招くた
め工夫が必要である。例えば、図4のように目標要素
に近づく要素探索アルゴリズムで  を求めるとよい

（著者も同様なアルゴリズムを用いている）。その際に
は  の符号を利用すると良い（3.1参照）。積分
点の数が多いとそれに応じた計算時間を要すが、実計
算では、最初の積分点について要素探索をおこなえ
ば、残りは同じまたは隣の要素である。

図4　要素探索アルゴリズムのイメージ

4 結び
LG法について最近の著者の結果を中心に紹介した。
他にもLG 法の興味深い結果がある。例えば、射影LG 
法 [1]、集中質量近似 [9]や厳密な積分 [14]による数値積分
の回避、質量保存型スキーム [10]などである。いずれも
詳細については文献を参照されたい。
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